Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI Devoir a la maison a rendre le mardi 19 mars 2024

DEVELOPPEMENTS LIMITES

Les quatre parties de ce devoir sont indépendantes.

Deux niveaux de difficulté/longueur :

— Piste bleue : parties 1, 2 et 3.

— Piste rouge : parties 3 et 4 (éventuellement tout le devoir).

@ 1 UN EQUIVALENT

Déterminer un équivalent simple de (g) sh (

vn+l Jn

n n+1

) lorsque n tend vers +o0.

® 2 UNPROLONGEMENT PAR CONTINUITE

In(1+ax) b

Soient a, b € R. On note f la fonction x — ————= + — définie au voisinage de 0.

1)

2)

(ex—1)* «x

A quelle condition nécessaire et suffisante sur a et b peut-on prolonger f par continuité en 0?

On suppose que f est prolongeable par continuité en 0 par la valeur f(0) = 0. Montrer qu’alors f est dérivable en 0O
et préciser une équation de sa tangente en 0.

® 3 DEVELOPPEMENTS LIMITES DE LA FONCTION Xx — Arcsin? x

On note f la fonction x —

1)

2)

3)

Arcsin x

— ur ]—1,1[.
—Xx

Montrer que f est solution sur ]— 1, 1[ d’une équation différentielle linéaire simple du premier ordre.

a) Pourquoi f possede-t-elle un développement limité a tout ordre au voisinage de 0?

On note alors (a,,),ey I'unique suite réelle pour laquelle pour toutn € N: f(x) = ay+a;x+...+a,x" + o(x”).
x—0
n+1

b) Calculer q, et a;, puis montrer que pour tout n€N: @, ., = _— a,.
n

¢) En déduire une expression explicite de a,, pour tout n € N.

Calculer enfin un développement limité a tout ordre de la fonction x — Arcsin? x au voisinage de 0.

® 4 LELEMME DE HADAMARD

1)

2)

Soient a>0,neNet f € %”*1(] —a, a[,R) une fonction pour laquelle f(0) = 0.

f(x)
x
D’apres le théoréme de Taylor-Young, sachant que f(0) =0: f(x) = a;x+...+a, 1 x"*! +o(x”+1) pour certains

x—0
a,...,a,41 €ER

On pose F(0) = f/(0) et F(x) = pour tout x €] —a,0[ U0, af.

a) Montrer que pour tous p € [0,n] et x €]—a,0[U]0,af : FP(x)= (_xlp)jlp! i (;})kxkf(k)(x).
+1 ) k=0
b) Montrer que pour tous p € [0,n] et k € [0,p] : x*f®(x) = k! PZ: C() a;x' + o(xP“).
¢) En déduire que F est de classe 6" sur ] — a, a[ (lemme de Hadamarl;(.
Soient a > O et f,g € <t§'°°(] — a,a[,R). On suppose g ne s’annule pas sur ] — a,0[ U ]0, a[ et que pour certains
Au € R*eti,j € Npourlesquelsi = j: f(x) ~ Axt et g(x) ~ ux’.  Montrer que la fonction é est

prolongeable en une fonction de classe 6 °° sur ] — a, a[ tout entier.



